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Досліджено геометричну модель нового способу розкриття в умовах нева-
гомості стержневої конструкції, подібної подвійному сферичному маятнику. 
Переміщення елементів конструкції відбуваються завдяки дії імпульсів піроте-
хнічних реактивних двигунів на кінцеві точки ланок. Опис руху одержаного іне-
рційного розкриття стержневої конструкції виконано за допомогою рівняння 
Лагранжа другого роду, і, зважаючи на умови невагомості, побудованого з ви-
користанням лише кінетичної енергії системи. 
На актуальність обраної теми вказує необхідність вибору та досліджен-
ня процесу активізації розкриття просторової стержневої конструкції. В яко-
сті рушіїв пропонується використати імпульсні піротехнічні реактивні двигу-
ни, встановлені на кінцевих точках ланок конструкції. Легші і дешевші порів-
няно, наприклад, з електродвигунами або пружинними пристроями. А також 
економічно вигідніші, коли процес розкриття конструкції на орбіті планується 
виконати лише один раз.  
Запропоновано спосіб визначення параметрів та початкових умов ініцію-
вання коливань подвійної стержневої конструкції з метою одержання цикліч-
ної траєкторії кінцевої точки другої ланки. Це дозволяє при розрахунках проце-
су трансформування уникати хаотичних рухів елементів конструкції. Побудо-
вано графіки зміни у часі функцій узагальнених координат, а також перших та 
других похідних цих функцій. Тому з’явилася можливість оцінити силові хара-
ктеристики системи в момент гальмування (стопоріння) процесу розкриття. 
Результати можуть використовуватися як геометричні моделі варіантів 
розкриття великогабаритних об’єктів в умовах невагомості, наприклад, сило-
вих каркасів космічних антен чи фермених конструкцій, а також інших орбі-
тальних інфраструктур 
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1. Вступ
Спорудження каркасів орбітальних космічних інфраструктур пов’язано з
трансформуванням стержневих конструкцій з метою надання їм необхідного 
просторового розташування. Компоненти конструкцій доставляються на орбіту 
у згорнутому вигляді. Після чого необхідно використати певну технологію тра-
нсформування розташування стержнів з метою надання всій конструкції запла-








ханічної операції розкриття [1, 2]. При транспортуванні з Землі заготовки конс-
трукцій виглядають, переважно, як прямолінійні стержні, скріплені між собою 
подібно елементам багатоланкового маятника. Розкриття подвійної стержневої 
конструкції доцільно розглядати як аналог «коливання» подвійного сферичного 
маятника у невагомості. Керування розкриттям великогабаритних конструкцій 
у просторі є складною науково-технічною задачею механіки, яка не має анало-
гів у наземній техніці. Порівняно просто це можливо реалізувати для подвійної 
(двохланкової) стержневої конструкції. Зазначимо, що термін «маятник» у ви-
падку невагомості застосовувати не коректно. Тому далі частіше вживатимемо 
термін «подвійна сферична стержнева конструкція (або система)».  
При реалізації розкриття подвійної сферичної стержневої конструкції у 
невагомості виникають дві ключові технологічні проблеми – вибору способів 
активізації її руху, а також механізму фіксації (стопоріння) процесу розкриття. 
Перша проблема пов’язана з вибором рушійних сил для ініціювання розкриття 
стержневих конструкцій. Не менш важливою є проблема фіксації кутів між 
ланками з використанням спеціальних пристроїв, вмонтованих у сферичні ша-
рніри. При цьому необхідні дані про величину сил, які виникають у вузлах в 
момент фіксації. В якості засобів ініціювання розкриття конструкції пропону-
ється використовувати імпульсні реактивні двигуни (типу піропатронів), вста-
новлених на кінцевих точках ланок стержневої конструкції. А також розгляда-
ється спосіб визначення величин сил в вузлах конструкції в момент закінчення 
розкриття. 
Динаміку процесу розкриття конструкції у вигляді подвійної сферичної 
стержневої системи доцільно досліджувати на основі варіаційного принципу 
Лагранжа. Виникає питання про адаптування до невагомості «коливання» по-
двійної сферичної стержневої системи як основи геометричної моделі розкрит-
тя орбітального об’єкта. Відповідь на це питання можна знайти у роботах, при-
свячених застосуванню рівнянь Лагранжа другого роду для механічних систем 
у невагомості [3–5]. Формально вважається, що розрахунки стосовно трансфо-
рмування у часі механічних стержневих конструкцій у невагомості можна ви-
конувати, користуючись лише поняттями кінетичних енергій. Тобто при скла-
данні рівнянь Лагранжа другого роду потенціальну енергію консервативної ме-
ханічної системи можна вважати «близькою до нуля». Після ініціювання коли-
вань піротехнічними імпульсами, величина кінетичної енергії для малого про-
міжку часу має залишатися незмінною. При подальших дослідженнях такі умо-
ви можна зняти.  
Зазначені припущення дозволяють розробити формальний (ідеалізований) 
підхід до геометричного моделювання розкриття стержневих конструкцій – 
аналогів подвійних сферичних маятників. До цього в процесі розрахунків ще 
необхідно запобігати хаотичним рухам стержневих конструкцій. Для уникнен-
ня хаотичності при формоутворенні конструкції необхідно параметри підібрати 
так, щоб кінцева точка другої ланки рухалась по циклічній траєкторії.  
Цінність геометричного моделювання проявляється у створених 
комп’ютерних анімаційних фільмах, де унаочнюється взаємне переміщення ла-












ристання розроблених моделей допоможе на етапі проектування розрахувати 
компоновку та параметри функціонування конструкції в цілому. 
Отже, на актуальність обраної теми вказує необхідність дослідження і за-
провадження імпульсного пристрою як легкого і дешевого рушія процесу розк-
риття стержневої конструкції типу подвійного сферичного маятника. Це буде 
економічно оправдано, коли на орбіті процес розкриття конструкції планується 
здійснити лише один раз. В якості такого рушія пропонується використати ім-
пульсні піротехнічні реактивні двигуни, встановлені на кінцевих точках ланок 
подвійної сферичної стержневої конструкції. Піротехнічні пристрої набагато 
легші і дешевші порівняно з відомими засобами ініціювання розкриття конс-
трукції. Наприклад, порівняно з електродвигунами або пружинними пристроя-
ми з термопам’яттю. Все це вказує на доцільність дослідження геометричних 
моделей розкриття стержневих конструкцій в умовах невагомості з імпульсни-
ми реактивні вигунами на кінцевих точках ланок. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Для розрахунків на площині геометричної форми послідовних фаз розк-
риття «маятникоподібних» стержневих конструкцій доцільно використати дос-
лідження динаміки багатоланкових маятників. На практиці це виглядає [6] як 
складання та розв’язання рівнянь Лагранжа другого роду руху механічної сис-
теми відносно узагальнених координат. А також дослідження динаміки багато-
ланкового маятника, виконаного, наприклад, методами дробного числення [7]. 
Але в цих (і аналогічних) роботах не достатньо уваги приділено графічному 
трактуванню одержаних розв’язків.  
Для розкриття стержневих конструкцій використовують переважно карка-
сні тросові системи. У роботах [8–10] наведені математичні моделі процесу ро-
зкриття багатоланкової каркасної конструкції із тросовою системою синхроні-
зації. Але застосування тросової системи розкриття на практиці обмежено роз-
мірами конструкції та необхідністю синхронізувати дію електродвигунів, що є 
самостійною задачею при великій кількості ланок. Каркасну тросову систему 
можна вважати прототипом розглянутого у роботі способу розкриття багатола-
нкової стержневої конструкції.  
Для чисельного аналізу процесу розкриття конструкцій, що трансформу-
ються, використовують можливості сучасних пакетів моделювання динаміки 
механічних систем. Робота [11] присвячена методу розрахунку великогабарит-
них конструкцій, що розкриваються, з використанням програмних комплексів 
MSC.Software. В роботі [12] наведено приклад розрахунку розкриття за допо-
могою комплексу автоматизованого динамічного аналізу багатокомпонентних 
механічних систем EULER. Але зазначені програмні продукти не розраховані 
без відповідних надбудов на реалізацію «імпульсних» способів розкриття бага-
толанкових конструкцій. Інші варіанти систем розкриття наведені у огляді літе-
ратури [13], але там відсутня інформація про «імпульсні» способи розкриття 
багатоланкових стержневих конструкцій і перевага віддається тросовим систе-









Теоретичне значення для моделювання розкриття просторових подвійних 
стержневих конструкцій мають роботи, присвячені дослідженню коливань сфе-
ричних та подвійних сферичних маятників. У роботі [14] виконується моделю-
вання руху сферичного маятника, закріпленого на обертовій платформі. У ро-
боті [15] аналізується динаміка коливань сферичного маятника з тривимірною 
періодичною вібрацією точки підвісу. Питання динаміки сферичного маятника 
з вібруючою точкою підвісу розглянуто в роботі [16]. У роботі [17] чисельним 
інтегруванням рівняння руху досліджено динамічний режим повороту гнучкої 
ланки маятника з метою збільшення плавності приводного зусилля. 
Багато робіт, спрямованих на дослідження просторових маятників, спира-
ються на дослідження сферичного маятника і його варіантів. В роботі [18] ви-
вчаються нові моделі маятників, які вважаються твердими тілами з трьома обе-
ртовими ступенями свободи. Іноді зручно для цього використовувати єдину 
модель циліндра твердого тіла [19]. В роботі [20] розглянуто 3D-маятник як 
тверде тіло, яке тримається на фіксованому шарнірі з трьома обертовими сте-
пенями свободи. Особливості просторових математичних маятників розглянуто 
у роботах [21, 22]. Але результати зазначених робіт є скоріше теоретичними, 
адже складно покласти в основу алгоритму моделювання коливань. Більш 
складні просторові маятникові конфігурації вивчаються як об'єкти нелінійного 
аналізу, а також для тестування або розробки методів керування й стабілізації 
різноманітними об’єктами. Наприклад, у роботі [23] розглядається загальна мо-
дель інвертованого множинного керування маятником з використанням одино-
чного крутного моменту. Аналогічне питання стосувалося і задачі про маятник 
з візком, що рухається [24]. В роботі [25] розглянуто інвертований подвійний 
твердотільний маятник, який контролюється чотирма зовнішніми моментами. 
Ще одна широка область застосування маятникових моделей стосується демп-
фування й стабілізації явищ, які можна інтерпретувати за допомогою математи-
чної подвійної маятникової моделі [26]. В роботі [27] представлено результати 
чисельних розрахунків складної механічної системи, аналогічної подвійному 
сферичному маятнику. Цікаво, що результати тут пояснюються з використан-
ням множинної графічної інтерпретації. У роботі [28] досліджується модельне 
відображення й візуалізація орбіт подвійного сферичного маятника. В роботі 
[29] параметри коливань подвійного сферичного маятника обчислюються на 
базі лагранжевої механіки. У роботі [30] подвійні маятникові конфігурації ди-
намічної системи також моделюються лагранжевою механікою, використовую-
чи математичні пакети MapleTM і Matlab. На сайті [31] наведено коди мовою 
Matlab для моделювання коливань подвійного сферичного маятника. Але в за-
значених роботах не надано графічне підтвердження результатів моделювання.  
У роботах [32–35] започатковано геометричну модель розкриття на уявній 
площині у невагомості стержневої конструкції як багатоланкового маятника. 
Вважалося, що рушіями розкриття є імпульсні піротехнічні реактивні двигуни, 
встановлені на кінцевих точках ланок. Проведені тестові розрахунки показали 
можливості застосування багатоланкових стержневих конструкцій з спільною 
точкою кріплення. На сайті [36] наведено компютерні анімаційні зображення 












В результаті огляду літературних джерел [8–30] були виявлені питання, ще 
не досліджені іншими авторами, що дозволило сформулювати наступну про-
блему досліджень. Для реалізації ідеї розкриття сферичних двохланкових конс-
трукцій у невагомості імпульсами реактивних двигунів ще не розв’язаними за-
лишаються питання поєднання величин імпульсів з узагальненими коордигна-
тами подвійних сферичних стержневих конструкцій. А також зі схемою ініцію-
вання руху елементів конструкції шляхом впливу імпульсів двигунів на кінцеві 
точки ланок. Також не вирішеним є питання оцінки величини сили, яка виникає 
у вузлових елементах в момент фіксації (стопоріння) елементів двохланкової 
конструкції в наперед розрахованому розкритому стані.  
 
3. Ціль та задачі дослідження 
Метою роботи є демонстрація на конкретних прикладах геометричної мо-
делі розкриття в умовах невагомості стержневої конструкції, аналогічної по-
двійному сферичному маятнику. Для ініціювання руху конструкції пропонуєть-
ся використати імпульсні піротехнічні реактивні двигуни, встановлені на кінце-
вих точках ланок конструкції. 
Для досягнення поставленої мети вирішувалися наступні задачі: 
– скласти та розв’язати систему диференціальних рівнянь Лагранжа друго-
го роду для опису в невагомості фаз руху елементів подвійних сферичних сте-
ржневих конструкцій; 
– для моделювання дії імпульсних реактивних двигунів розробити схему 
ініціювання руху подвійних сферичних стержневих конструкцій шляхом впли-
ву імпульсів двигунів на кінцеві точки ланок; 
– за допомогою комп’ютерної анімації спрогнозувати у часі взаємне роз-
ташування у просторі ланок подвійних сферичних стержневих конструкцій та 
визначити на цій базі необхідний для експерименту момент фіксації (стопорін-
ня) розкриття; 
– для запобігання хаотичних рухів в процесі розкриття розробити спосіб 
визначення параметрів та початкових умов ініціювання коливань подвійної 
стержневої конструкції для одержання циклічної траєкторії кінцевої точки дру-
гої ланки; 
– побудувати графіки зміни у часі функцій узагальнених координат, а та-
кож перших та других похідних цих функцій; на базі цього оцінити силові ха-
рактеристики системи в момент фіксації (стопоріння) розкриття; 
– навести тестові приклади розкриття подвійних сферичних стержневих 
конструкцій у невагомості.  
 
4. Розробка геометричної моделі процесу розкриття у невагомості сте-
ржневої конструкції, аналогічної подвійному сферичному маятнику 
4. 1. Пояснення принципу розкриття стержневої конструкції, подібної 
сферичному та подвійному сферичному маятникам 
При реалізації будь-якої схеми розкриття стержневої конструкції у неваго-
мості виникає проблема вибору рушійних сил як засобів активізації цього про-









вання розкриття стержневих конструкцій на орбіті. На практиці найбільш ймо-
вірним є одноразове розкриття, коли стержнева конструкція набуває геометри-
чної форми і фіксується відразу після доставки на орбіту. Тоді електродвигуни 
або інші технічні пристрої після розкриття і фіксування конструкції становити-
муть зайвий вантаж. Альтернативу цьому можуть скласти піротехнічні імпуль-
сні реактивні двигуни.  
Для пояснення ідеї виникнення руху розглянемо невагомий нерозтяжний 
стержень довжини r з точкою кріплення О, до кінцевої точки С якого приєдна-
но вантаж масою m (рис. 1). Нерухомість точки кріплення забезпечується за-
вдяки її приєднанню до космічного апарату, маса якого на порядки більша маси 




Рис. 1. Схема сферичного маятника 
 
Ініціювання коливань у невагомості сферичного стержня (назва за анало-
гією зі сферичним маятником) здійснюється шляхом вибору напрямку дії та ве-
личини імпульсу, наданих кінцевій точці стержня за допомогою реактивного 
двигуна імпульсного типу. Узагальненими координатами вважатимемо кути 
u(t) і v(t), утворені горизонтальною проекцією стержня з віссю Ox і стержнем з 
віссю Oz. Позначимо віртуальний вектор RV дії імпульсу за напрямком розк-
риття кута v і віртуальний вектор RU дії імпульсу за напрямком розкриття кута 
u. Шуканий напрямок дії імпульсу реактивного двигуна визначатиме сумарний 
реальний вектор R=RU+RV. Розташування реактивного двигуна пов’яжемо з то-
чкою С і вважатимемо вантажем стержневої конструкції масою m.  
Початкове положення стержня будемо визначати координатами вектора 
U0={u(0), v(0)}. Виразом U0 ={u (0), v (0)} позначимо величини швидкостей іні-
ціювання коливань. Цей вираз означає, що вантажу масою m надано імпульс 
величиною mu (0) за напрямком розкриття кута u, та одночасно з цим імпульс 
величиною mv (0) за напрямком розкриття кута v. Тобто кутам розкриття u(0) і 
v(0) надано початкові швидкості u (0) і v (0), відповідно. З врахуванням цього 
маятникова система далі має розкриватися за інерцією, що пояснює термін 
«інерційна система розкриття». У якості піротехнічного імпульсного реактив-
ного двигуна можна використати довільний пристрій, здатний забезпечити на-












вість використання розрахункових величин імпульсів реактивних двигунів ба-
зується на зв’язку з числовими значеннями миттєвих швидкостей u (0) і v (0). 
Розрахунки коливання сферичної стержневої конструкції виконаємо за до-
помогою лагранжіана [18], опис якого співпадає з виразом для кінетичної енер-
гії  
 




   ( ) cos ( ) sin ( ) ;x t r u t v t  
 
   ( ) sin ( ) sin ( ) ;y t r u t v t   
 
 ( ) cos ( ) .z t r v t            (2) 
 
З врахуванням (2) вираз для лагранжіана набуде вигляду 
 






t    v v t
d
dt
   – похідні функції опису узагальнених коор-
динат. З використанням виразу (3) одержуємо систему двох рівнянь Лагранжа 
другого роду: 
 
2cos sin2 0;u u v u v v        
 
2 cos sin 0.v u v v             (4) 
 
При розв’язанні системи рівнянь (4) крім довжини стержня r і маси ванта-
жу m слід враховувати значення початкових кутів відхилень U0={{u(0), v(0)}, а 
також значень швидкостей, наданих кутам відхилень: U0 ={u (0), v (0)}. З вико-
нанням початкових умов систему рівнянь (4) розв’язано наближено методом 
Рунге-Кутти в середовищі математичного пакету maple. Одержані розв’язки 
умовно позначено символами U(t), V(t). Це дозволяє у просторовій системі ко-
ординат Охуz за допомогою формул (2) визначити координати кінцевої точки 
(xС, yС, zС) ланки в момент часу t. Для обчислення цих координат у виразах фун-
кцій (2) опису координат необхідно формально замінити малі літери u і v на ве-
ликі U і V. Наближений вигляд траєкторії переміщення кінцевої точки С одер-
жимо, сполучивши близькі точки відрізками.  
Наведемо приклади зображення результатів руху сферичного стержня у 









стержня зобразимо результати коливання також і у полі земного тяжіння (рис. 
2, б) з тими ж початковими умовами. Параметри руху такі: r=1; m=1; U0={0, 
/2}, U0 ={1.56, 2}. Час інтегрування Т=5.  
 
   
а                                     б 
 
Рис. 2. Траєкторія руху точки С: а – в невагомості; б – в полі земного тяжіння 
 
Далі розглянемо рух у невагомості подвійної сферичної стержневої конс-
трукції. Вважається, що подвійна стержнева конструкція приєднується до сфе-
ричного шарніру, закріпленого на космічному апараті. Маса апарату на порядки 
більша сумарної маси елементів конструкції, тому вузол кріплення вважається 
нерухомим. Також вважатимемо, що стержні виготовлено з легкого та міцного 
вуглепластика, тому вся маса стержневої конструкції буде зосереджена у ван-
тажах вузлових точок. Початок першої ланки закріплено до нерухомої точки О, 
а початок другої ланки приєднано до кінцевої точки першої ланки з координа-
тами (x1, y1, z1) (рис. 3). Узагальненими координатами вважатимемо кути u1(t) і 
v1(t), а також u2(t) і v2(t), утворені відповідними горизонтальними проекціями 




Рис. 3. Схема подвійної сферичної стержневої конструкції 
 
Ініціювання коливань подвійної сферичної стержневої конструкції у нева-
гомості здійснюється аналогічно сферичному стержню попереднього прикладу. 
А саме – шляхом вибору напрямку дії та величини імпульсів, наданих прикін-












типу. Віртуальний вектор RV1 одержуємо внаслідок дії імпульсу за напрямком 
розкриття кута v1, а віртуальний вектор RU1 одержуємо внаслідок дії імпульсу 
за напрямком розкриття кута u1. Сумарний реальний вектор R1=RU1+RV1 визна-
чає необхідний напрямок дії імпульсу першого реактивного двигуна. Аналогіч-
но, віртуальний вектор RV2 одержуємо внаслідок дії імпульсу за напрямком ро-
зкриття кута v2, а віртуальний вектор RU2 одержуємо внаслідок дії імпульсу за 
напрямком розкриття кута u2. Сумарний реальний вектор R2=RU2+RV2 визначає 
необхідний напрямок дії імпульсу другого реактивного двигуна.  
Початкове положення подвійної стержневої конструкції будемо визначати 
координатами вектора U0={u1(0), v1(0), u2(0), v2(0)}. Виразом U0 ={u1 (0), v1 (0), 
u2 (0), v2 (0)} позначимо величини швидкостей ініціювання коливань. Цей вираз 
означає, що вантажу масою m1 надано імпульс величиною m1u1 (0) за напрям-
ком розкриття кута u1, та одночасно з цим імпульс величиною m1v1 (0) за на-
прямком розкриття кута v1. Теж саме стосується і другої пари кутів та маси m2. 
Звідси слідує, що кутам розкриття u1(0) і v1(0) надано початкові швидкості u1 (0) 
і v 1(0), а кутам розкриття u2(0) і v2(0) – швидкості u2 (0) і v 2(0), відповідно. От-
же, можливість використання розрахункових величин імпульсів реактивних 
двигунів також базується на зв’язку з числовими значеннями миттєвих швидко-
стей u (0) і v (0). 
Вимоги до організацій дії піротехнічних рушіїв стержневої конструкції ви-
суває конкретні умови до конструкції сферичного шарніру, розташованого між 
ланками конструкції. А саме, сферичний шарнір у вузлі повинен забезпечувати 
розкриття його ланок за умови існування двох осей обертання, яка проходить 
через центральну точку шарніру. Цього можна досягти завдяки належній конс-
трукції сферичного шарніру вузла маятника, описаній, наприклад, в роботах 
[37, 38]. 
До важливих моментів організації руху стержневої конструкції належить 
можливість запобігти хаотичних рухам стержневих конструкцій. Зазначене до-
сягається за допомогою належного вибору величин піротехнічних рушіїв для 
забезпечення рухів елементів, зрозумілих для розрахунків. Це можна досягти 
організацію циклічних нехаотичних траєкторій кінцевої точки другої ланки. 
 
4. 2. Визначення нехаотичної циклічної траєкторії переміщення кінце-
вої точки другої ланки стержневої сферичної конструкції 
Для розуміння характеру коливань двохланкових сферичних стержневих 
конструкцій необхідно мати прогнозовану траєкторію переміщення кінцевої ву-
злової точки другої ланки маятника. Прийнятною кривою при цьому буде неха-
отична циклічна траєкторія. Циклічною назвемо траєкторію переміщення кін-
цевої точки С(xС, yС, zС) двохланкової конструкції, геометрична форма якої пе-
ріодично повторюється (можливо і наближено). Циклічність траєкторії забезпе-
чується належним вибором параметрів двохланкової сферичної конструкції та 
початкових умов ії руху.  
Умовою U0={u1(0), v1(0), u2(0), v2(0)} забезпечуються «стартова» геометри-









гляд, зручний для доставки на орбіту. Наприклад, в подальших прикладах буде 
застосована така умова U0={0, /2, - , /2}. Для коригування форми траєкторії 
залишається умова U0 ={u1 (0), v1 (0), u2 (0), v2 (0)}, що визначає величини шви-
дкостей ініціювання коливань. З цими швидкостями слід погоджувати величи-
ни піротехнічних зарядів.  
Таким чином, виникає питання: як для значень початкових кутів відхилень 
U0={u1(0), v1(0), u2(0), v2(0)}, довжин ланок: L={r1, r2,} та значень мас вантажів 
m={m1, m2} знайти такі значення швидкостей відхилень U0 ={u1 (0), v1 (0), u2 (0), 
v2 (0)}, щоб траєкторія кінцевої точки другої ланки мала б циклічний характер.  
У роботі [39] наведено спосіб визначення набору параметрів коливань маят-
ників (в полі земного тяжіння, що не позбавляє узагальнення), які б забезпечили 
циклічну траєкторію переміщення другого вантажу, наприклад, подвійного мая-
тника. Наведемо інтерпретацію способу на рівні графічних пояснень. Головна 
ідея полягає у наступному. Нехай маємо консервативну коливальну систему, до 
опису якої серед інших входить і узагальнена координата – позначимо її як фун-
кцію u(t). Чисельно розв’яжемо диференціальні рівняння Лагранжа другого роду 
та побудуємо наближене зображення інтегральної кривої у фазовому просторі 
{u, Du, t} узагальненої змінної u(t). Зображення складатиметься із множини від-
різків, що з’єднують послідовні точки, одержані в результаті наближеного 
розв’язання рівняння. Це унаочнення залежатиме від певного значення «керую-
чого» параметра задачі або значення початкової умови (позначимо його як р). 
При випадкових значеннях р у фазовому просторі {u, Du, t} утвориться «плута-
на» інтегральна крива, проекція якої на фазову площину {u, Du} також буде 
«плутаною» фазовою траєкторією (рис. 4, а). Вибір випадкового значеннях р при 
розрахунках призведе до хаотичних коливань вантажу маятника.  
У разі зміни значень «керуючого» параметра р має змінюватися і харак-
тер фазової траєкторії. При критичному значенні р=р0 характер фазової траєк-
торії зміниться на якісному рівні – вона перетвориться у «сфокусовану» криву 
(рис. 4, б). На фазовій площині {u, Du} ніби відбудеться оптичний ефект «наве-
дення на різкість» плутанини фазових траєкторій (в роботі [39] цей феномен на-
звано проекційним фокусуванням). 
 
 
а                                      б  
 
Рис. 4. Інтегральні криві і фазові траєкторії для: а – випадкового значення р;  












Урахування значення параметра р=р0 у процесі розв’язання рівняння Ла-
гранжа другого роду дозволяє обчислити координати точок, які мають розта-
шуватися на нехаотичній траєкторії сліду маятника. Отже, нехаотичні техноло-
гічні траєкторії коливання елементу маятникової механічної системи проявля-
ються на зображеннях фазових траєкторій у вигляді «сфокусованих» кривих. 
Інакше це можна сформулювати так: критичне значення параметра р одержимо 
в момент, коли зображення проекції інтегральної кривої на фазову площину 
(тобто фазової траєкторії) набуде мінімальної площі (у піксельному вимірі). 
На практиці наведений підхід було реалізовано з застосуванням бібліоте-
ки обробки графічної інформації ImageTools пакету maple. Наведемо відповід-
ний текст фрагменту програми.  
Нехай маємо S масивів точок за умови, що s-тий з них визначає сім’ю кри-
вих, x[i] := solu(w); y[i] := dsolu(w), коли параметри s і w змінюється з одинич-
ним кроком від нуля до S і W, відповідно. Для формування зображення та його 











Рис. 5. Блоки програми для формування зображення та його аналізу:  
а – формування точкового зображення кривої; б – перетворення точкового  
зображення кривої в графічний файл; в – визначення значення s, яке відповідає 










В результаті виконання програми буде визначено значення параметра s, 
що відповідатиме мінімальній кількості пікселів в прямокутнику з пікселів роз-
міром N на M. З використанням знайденого параметра s можливо обчислити 
значення керуючого параметра та зобразити циклічну нехаотичну траєкторію 
другого вантажу маятника. Значення всіх параметрів в умовних величинах. 
 
4. 3. Геометричне моделюванні коливань у невагомості подвійного 
сферичного маятника 
Розрахунки коливання подвійної сферичної стержневої конструкції вико-
наємо за допомогою лагранжіана [28], опис якого співпадає з виразом для кіне-
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   1 1 1 1( ) cos ( ) sin ( ) ;x t r u t v t  
 
   1 1 1 1( ) sin ( ) sin ( ) ;y t r u t v t  
 
 1 1 1( ) cos ( ) ;z t r v t   
 
       1 1 1 2 2 2( ) cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( ) ;Cx t r u t v t r u t v t   
 
       1 1 1 2 2 2( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) ;Cy t r u t v t r u t v t   
 
   1 1 2 2( ) cos ( ) cos ( ) .Cz t r v t r v t          (6) 
 
З використанням лагранжіану (5) та формул (6) складаємо систему чоти-
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t   – похідні функції 
опису узагальнених координат. З причини громіздкості рівняння (7) в розгорну-
тому вигляді не наводяться. Було використано математичний пакет maple, 
спроможний оперувати з інформацією у вигляді аналітичних виразів. Напри-
клад, оперувати з одержаним «комп’ютерним» наближеним розв’язком дифе-
ренціального рівняння як зі звичайною функцією. 
При розв’язанні системи рівнянь Лагранжа другого роду слід враховувати 
координати таких векторів: довжин ланок: L={r1, r2,}; значень мас вантажів: 
m={m1, m2}; значень початкових кутів відхилень: U0={u1(0), v1(0), u2(0), v2(0)}, а 
також значень швидкостей, наданих кутам відхилень: U0 ={u1 (0), v1 (0), u2 (0), 
v2 (0)}.  
З виконанням початкових умов систему рівнянь Лагранжа другого роду 
(7) розв’язано наближено методом Рунге-Кутти в середовищі математичного 
пакету maple. Одержані розв’язки умовно позначено символами U1(t), V1(t), 
U2(t), V2(t). Це дозволяє у просторовій системі координат Охуz за допомогою 
формул (6) визначити «реальні» координати кінцевої вузлової точки (xС, yС, zС) 
другої ланки маятника в момент часу t. Для обчислення цих координат у вира-
зах функцій (6) опису координат вузлових елементів маятників необхідно фо-
рмально замінити малі літери u і v на великі U і V [34]. Наближений вигляд 
траєкторії переміщення прикінцевої точки С одержимо, сполучивши близькі 
точки відрізками.  
Далі наведено приклади геометричного моделювання розкриття двохлан-
кових сферичних стержневих механізмів. Значення всіх параметрів наведено в 
умовних величинах. Враховуючи те, що двохланкова конструкція доставляти-
меться на орбіту у складеному вигляді, то у всіх прикладах одна з початкових 
умов матиме вигляд U0={0, /2, – , /2}. Також вважатимемо, що m1=1 і m2=1. 
Силові характеристики обчислюються як добуток маси на значення другої по-
хідної (прискорення). У наведених прикладах було розраховано системи з шес-
ти подвійних сферичних стержневих конструкцій у межах площини зі спільною 
нерухомою точкою [32]. Кути між початковими розташуваннями стержневих 




Рис. 6. Початкове положення шести двохланкових конструкцій  












Для кожного з прикладів було обчислено і побудовано: 
– значення швидкостей, наданих кутам відхилень, які забезпечують циклі-
чну нехаотичну траєкторію кінцевої точки другої стержневої конструкції та її 
зображення; 
– деякі фази розташування ланок двохланкових стержневих механізмів в 
процесі розкриття; 
– фазові траєкторії функцій узагальнених координат, які відповідають цик-
лічній нехаотичній траєкторії кінцевої точки другої ланки; 
– графіки зміни у часі величин кутів як функцій узагальнених координат, а 
також перших (швидкості) та других (прискорення) похідних цих функцій; 
– з графіків прискорення визначено графіки силових характеристик, які 






















– варіанти розкриття шести двохланкових стержневих механізмів зі спіль-
ною нерухомою точкою. 
На сайті [36] наведено анімаційні зображенн процесів розкриття подвійних 
сферичних стержневих конструкцій.  
Приклад 1. r1=2; r2=1; U0 ={1, –1.024, 1.9, 0.5}. Час інтегрування Т = 6,6. На 
рис. 7 наведено циклічну траєкторію руху кінцевої точки C та положення по-
двійної конструкції в деякі моменту часу. На рис. 8 зображено фазові траєкторії 
функцій узагальнений координат, які відповідають циклічній нехаотичній трає-
кторії кінцевої точки другої ланки.  
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Рис. 8. Фазові траєкторії узагальнених координат для прикладу 1:  
a – u1(t); б – v1(t); в – u2(t); г – v2(t) 
 
На рис. 9–12 зображені графіки зміни у часі величин кутів як функцій уза-
гальнених координат, перших похідних цих функцій, а також графіки силових 
характеристик, які виникають у момент стопоріння розкриття конструкції.  
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Рис. 9. Графіки узагальненої координати u1(t) першої ланки:  
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Рис. 10. Графіки узагальненої координати v1(t) першої ланки:  
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Рис. 11. Графіки узагальненої координати u2(t) другої ланки:  
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Рис. 12. Графіки узагальненої координати v2(t) другої ланки: 
 a – v2(t); б – dv2(t)/dt; в – Fv2 
 
На рис. 13 наведено варіанти залежно від часу розкриття шести двохланко-
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Рис. 13. Деякі просторові конструкції залежно від часу розкриття: 
a – t=2,4; б – t=4,1
 
 
Приклад 2. r1=1; r2 =2; U0 ={3, 3, –0.5, 0.5}. Час інтегрування Т=2.95. На 
рис. 14 наведено циклічну траєкторію руху кінцевої точки C, а також положен-
ня подвійної конструкції в деякі моменту часу, а на рис. 15 зображено фазові 
траєкторії функцій узагальнений координат.  
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Рис. 15. Фазові траєкторії узагальнених координат для прикладу 2:  
a – u1(t); б – v1(t); в – u2(t); г – v2(t) 
 
На рис. 16–19 зображені графіки зміни у часі величин кутів як функцій 
узагальнених координат, перших похідних цих функцій, а також графіки сило-
вих характеристик, які виникають у момент стопоріння розкриття конструкції.  
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Рис. 16. Графіки узагальненої координати u1(t) першої ланки:  
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Рис. 17. Графіки узагальненої координати v1(t) першої ланки:  
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Рис. 18. Графіки узагальненої координати u1(t) першої ланки:  
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Рис. 19. Графіки узагальненої координати v1(t) першої ланки:  
a – v2(t); б – dv2(t)/dt; в – Fv2
 
 
На рис. 20 наведено варіанти залежно від часу розкриття шести двохланко-
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Рис. 20. Деякі просторові конструкції залежно від часу розкриття:  
a – t=2; б – t=2,45
 
 
Приклад 3. Наведемо формування багатоланкових конструкцій, подібних 
геометричним моделям секцій ферм, що розкриваються [1,2] Оберемо r1=1; 
r2=2; U0 ={1, –4.9, –1, 3}. Час інтегрування Т=6.2. На рис. 21 наведено циклічну 
траєкторію руху кінцевої точки C, а також положення подвійної конструкції в 
деякі моменту часу, а на рис. 22 зображено фазові траєкторії функцій узагаль-
нений координат.  
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Рис. 21. Циклічна траєкторія руху точки C для прикладу 2:  















a                              б 
 
 
в                              г 
 
Рис. 22. Фазові траєкторії узагальнених координат для прикладу 2: 
a – u1(t); б – v1(t); в – u2(t); г – v2(t) 
 
На рис. 23–26 зображені графіки зміни у часі величин кутів як функцій 
узагальнених координат, перших похідних цих функцій, а також графіки сило-
вих характеристик, які виникають у момент стопоріння розкриття конструкції.  
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Рис. 23. Графіки узагальненої координати u1(t) першої ланки:  
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Рис. 24. Графіки узагальненої координати v1(t) першої ланки:  
a – v1(t); б – dv1(t)/dt; в – Fv1
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Рис. 25. Графіки узагальненої координати u1(t) першої ланки:  
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Рис. 26. Графіки узагальненої координати v1(t) першої ланки:  
a – v2(t); б – dv2(t)/dt; в – Fv2
 
 
На рис. 27 наведено варіанти залежно від часу розкриття шести двохланко-












Одержані конструкці за формою подібні моделям секцій ферм, що розкрива-
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Рис. 27. Деякі просторові конструкції залежно від часу розкриття:  
a – t=2,6; б – t=5,2
 
 
На рисунках, де зображені графіки функцій узагальнених координат, звер-
таємо увагу на графіки силових характеристик, які виникають у момент стопо-























у кінцевій точці інтервалу інтегрування t=6,2. Після обчислень одержано 
значення  
 




Значення цих функцій у кінцевій точці інтервалу інтегрування визначати-
ме силу, яка діятиме на вузловий елемент стержневої конструкцій в момент 
стопоріння її розкриття. У достовірності наведених результатів можна переко-
натися після перегляду компютерних анімаційних зображень на сайті [36].  
 
5. Обговорення результатів моделювання розкриття у невагомості 
стержневих конструкцій аналогічних двохланковим сферичним маят- 
никам  
В роботі одержано ідеалізовані геометричні моделі розкриття стержневих 
конструкцій, подібних до подвійних сферичних маятників. В якості рушіїв про-
цесу розкриття запропоновано імпульсні піротехнічні реактивні двигуни, вста-
новлені на кінцевих точках ланок стержневої конструкції. Піротехнічні двигуни 
набагато легші і дешевші порівняно з іншими рушіями. Такі двигуни доцільно 









лише один раз – як найчастіше це і потрібно. Доставка з Землі на орбіту піроте-
хнічних двигунів буде економічно вигіднішою порівняно з електродвигунами 
або пружинними пристроями з термопамяттю.  
Перевага розглянутого інерційного способу розкриття у невагомості сте-
ржневої конструкції, подібної подвійному сферичному маятнику, полягає у на-
ступному: 
– технологія інерційного способу розкриття стержневих конструкцій 
принципово не є критичною до розмірів ланок конструкції; 
– на базі схеми розкриття однієї стержневої конструкції можна утворюва-
ти багатопроменеві схеми з багатьма сферичними конструкціями зі спільним 
нерухомим вузлом кріплення; 
– нема потреби створювати та синхронізувати між собою засоби керуван-
ня величинами кутів в окремих вузлах багатоланкової конструкції. 
Отримані результати можна пояснити можливістю застосування варіацій-
ного принципу Лагранжа до розрахунку механічних конструкцій з урахуванням 
зазначених вище особливостей. Це дозволило використати рівняння Лагранжа 
другого роду для опису руху аналогу подвійного сферичного маятника у нева-
гомості незалежно від розташування ланок стержневої конструкції.  
Зрозуміло, що наведена геометрична модель подвійної сферичної стержне-
вої конструкції в невагомості потребує подальших досліджень для її наближен-
ня до реальної конструкції. Необхідно враховувати моменти інерції стержнів 
при обертанні елементів конструкції. Розвиток даного напрямку досліджень 
полягатиме у використанні інших варіантів подвійних сферичних стержневих 
конструкцій. Також необхідні детальні дослідження конструкції сферичного 
шарніра.  
Труднощі розвитку досліджень в цьому напрямку виникнуть при 
розв’язанні оберненої задачі компоновки. Тобто по заданому кінцевому розта-
шуванню елементів маятника необхідно визначити раціональний набір параме-
трів подвійної сферичної стержневої конструкції та початкових умов її руху, які 
забезпечать таке розкриття. Складності додасть і врахування того, що обернена 
задача має декілька розв’язків. 
 
7. Висновки 
1. Одержані розв’язки системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого 
роду дозволили наближено описати рух у невагомості стержневої конструкції, 
подібної подвійному сферичному маятнику. Це дало можливість реалізувати 
конкретні геометричні моделі розкриття двохланкових сферичних стержневих 
конструкцій та спостерігати за ними в режимі комп’ютерної анімації. 
2. Для моделювання дії імпульсного піротехнічного реактивного двигуна 
розроблено схему ініціювання руху двохланкової сферичної стержневої конс-
трукції шляхом впливу імпульсами на кінцеві точки її ланок.  
Імпульс дії на ланку стержневої конструкції буде чисельно пропорційний 
значенню першої похідної функції, яка описує зміну величини відповідного ку-












ричні моделі дій імпульсних реактивних двигунів у якості рушіїв процесу розк-
риття двохланкових стержневих конструкцій. 
3. За допомогою комп’ютерної анімації спрогнозовано у часі взаємне роз-
ташування ланок подвійних сферичних стержневих конструкцій, одержаних в 
результаті інерційного розкриття ланок за допомогою імпульсних реактивних 
двигунів. Це дає можливість визначати поточні значення кутів між ланками. 
Аналіз послідовних анімаційних кадрів дозволяє визначити момент фіксації 
(стопоріння) розкриття, коли ланки подвійних сферичних стержневих констру-
кцій займуть необхідне просторове положення. 
4. Запропоновано спосіб визначення параметрів та початкових умов ініці-
ювання коливань подвійної стержневої конструкції для одержання нехаотичної 
циклічної траєкторії кінцевої точки другої ланки. Наприклад, обрання початко-
вих швидкостей U0 ={1, –4.9, –1, 3} при r1=1 і r2=2 дозволяє запобігти хаотич-
ним рухам ланок подвійної сферичної стержневої конструкції в процесі розк-
риття. 
5. В результаті досліджень було побудовано графіки зміни у часі функцій 
узагальнених координат, а також перших та других похідних цих функцій; на 
базі цього з’явилася можливість оцінити силові характеристики системи в мо-
мент фіксації (стопоріння) розкриття. Одержані фазові траєкторії процесу розк-
риття дозволяють оцінити швидкості елементів конструкцій в момент гальму-
вання розкриття. 
6. Кількісні характеритики наведених покоординатних графічних побудов 
підтверджують комп’ютерні анімації розкриття у невагомості деяких варіантів 
подвійних сферичних стержневих конструкцій.  
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